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Abstract In this paper the problem of one-sided bend of a plate with two symmetric cracks 
along the arc of circle by bend moments on infinity including a contact of their sides in the 
presence of geometric and physical symmetry of a sum has been investigated. By virtue of 
contact of crack’s sides a task solution is given in the form of solution of two tasks: plane 
problem and bend (classical theory). Using complex potentials and methods of the theory 
complex variable quantity function, task solution has been reduced to linear conjugation, on 
the base of which the equation for finding the contact effort between crack’s sides is got. 
Evident forms for complex potentials, contact efforts between crack’s sides, coefficients of 
intensity efforts, moments are got for carrying out the numerical analysis, results of which are 
shown graphically. 
 
Якщо пластину з тріщинами згинати розподіленими  моментами на 
нескінченності, то їх береги будуть контактувати, врахування цього явища приводить 
до ускладнення побудови розв’язку задачі у математичному плані і особливо, коли 
тріщини криволінійні, цим пояснюється, що в літературі існує порівняно мало 
досліджень такого типу задач. Зауважимо, що в останній час згину пластини з 
прямолінійними тріщинами з урахуванням контакту їх берегів присвячено достатньо 
публікацій. Згин пластин з криволінійною тріщиною вперше досліджено у праці [1], 
коли пластина з тріщиною по дузі кола перебуває під дією одностороннього згину на 
нескінченності. У публікації [2], цей результат узагальнюється на випадок 
двостороннього згину пластини. В даній роботі досліджено односторонній згин 
пластини з двома симетричними тріщинами по дузі кола згинальними моментами на 
нескінченності з урахуванням контакту їх берегів.  
Формулювання задачі. Дослідимо односторонній згин ізотропної пластини 
завтовшки h2  рівномірно розподіленими моментами на нескінченності M  з двома 
симетричними наскрізними тріщинами по дузі кола радіуса R  із кутом розкриття ϕ2 . 
Вважаємо, що береги тріщини були вільні від зовнішнього навантаження, а вектор 
розподіленого згинального моменту на нескінченності перпендикулярний до однієї з 
осей симетрії тріщин, береги яких приходять у гладкий контакт по всій їх довжинах на 
верхній основі пластини.  
Виберемо в серединній площині пластини декартову систему координат zOxy~  з 
початком в центрі кола, вздовж дуг якого розміщені тріщини. Направимо вісь Ox  через 
середини дуг тріщин, які позначимо через L . Кінці тріщин в серединній площині 
позначимо через ja  і jb  ( )2,1=j , причому ( ) ϕ−+−= ijja Re1 1 , jj ab = , де 12 −=i . 
Область  координатної площини Oxy , яка розміщена в середині кола, позначимо через 
+S , зовні – через −S .  
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Рис. 1. Схема навантаження пластини та розміщення тріщин
 
 
Подібно до роботи [3] розв’язок задачі подамо у вигляді розв’язку двох задач: 
плоскої задачі та задачі згину, причому для опису згину використаємо класичну теорію. 
Отже, будемо мати крайові умови  
( )hNrrr 2−=σ± , 0=σ±θr , rr hNM =± , 0=±rP , [ ] [ ] 0=∂∂+ rwhvr , на L ,           (1) 
де rN  – контактне зусилля між берегами тріщин; rrσ  і θσr  та rv  і θv  – компоненти 
тензора напружень та компоненти вектора переміщень в полярній системі координат r  
і θ   з полюсом в точці O  і полярною віссю Ox  для плоскої задачі, rM  і rP  – 
згинальний момент та узагальнена в сенсі Кірхгофа перерізувальна сила в тій же 
полярній системі координат; w  – прогин пластини; [ ] −+ −= fff , тут значками “+” і “–
” позначені граничні значення відповідних величин при прямуванні точки площини до 
лінії L  із областей +S  і −S  відповідно.  
Побудова розв’язку задачі. Для розв’язку плоскої задачі теорії пружності 
введемо комплексні потенціали ( )zΦ  і ( )zΨ  та функцію ( )zΩ , тоді для визначення 
напружено-деформованого стану пластини будемо мати такі формули 
( )zrr Φ=σ+σ θθ Re4 , 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )zzzrfzRrRzi rrr Φ′−Φ+Ω−Φ=σ+σ −θ 222 ,                                (2) 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ]zrzfzRzzivvr r Φ−ω+κϕ=+µ θ 22 , 
де µ  і υ  – відповідно модуль зсуву і коефіцієнт Пуассона матеріалу пластини; 
( ) ( )υ+υ−=κ 13 ; iyxz += , x  і y  – координати точки, для якої знаходимо шукані 
величини; zr = , ( ) 221 −−= rRrf , ( ) ( )zRzR 22 Φ=Φ , 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )zRzRzRzRzRzz 2222122 Ψ+Φ′+Φ−=Ω=ω′ −− . 
Якщо для функцій ( )zΦ  і ( )zΩ  мають місце розвинення  
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то мають виконуватись умови [4] 
01 =B , 00 AB −= ,                                                       (4) 
де jA , jB , ja , jb  – невідомі коефіцієнти.  
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Для розв’язку задачі згину пластини введемо комплексні потенціали ( )z3Φ  і 
( )z3Ψ  та функцію ( )z3Ω  [5], в результаті будемо мати такі залежності  
( )zMM r 3Re4 Φ=+ θ , 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ]zzzrfzRrRziPciMm rr 3323223~ Φ′−Φ−Ω+Φκ=+′+ − , 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ]zrzfzRzzswirwr 323 Φ+ω−ϕ=∂∂+∂∂ , 
де s  – дугова координата, c′  – дійсна стала,  
( ) ( )ν−ν+=κ 13~ , ( )[ ] 11 −ν−−= Dm , ( )( )23 132 ν−= EhD , 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )zRzRzRzRzRzz 232223122333 Ψ+Φ′+Φ−=Ω=ω′ −− . 
Функції ( )z3Φ  і ( )z3Ω  можна подати у вигляді [5] 
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де 
nM=Γ , 2mM=Γ′ , ( )[ ] 114 −υ+−= Dn , 01 =′B , 00 AB ′−=′ .                          (7) 
 
jA′ , jB′ , ja′ , jb′  – невідомі коефіцієнти. 
Зауважимо, що в силу симетрії задачі сталі c′  на берегах тріщин можна покласти 
рівними нулю.  
Врахувавши (2) і (5), на основі крайових умов (1) отримаємо такі задачі лінійного 
спряження  
( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ] 0~~ 3333 =Ω−Φκ−Ω−Φκ −+ tttt , Lt ∈ , 
( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ] 0=Ω+Φ−Ω+Φ −+ tttt , Lt ∈ , 
розв’язавши які та взявши до уваги (3) і (6), отримаємо 
( ) ( )zAz Φ−−=Ω 0 , ( ) ( ) 2033 5.0~ zPDzz −′−Φκ=Ω ,                                (8) 
де 
00
~ AD ′+Γκ=′ , 22 RP Γ′−= . 
На основі останньої крайової умови (1) отримаємо таку задачу лінійного 
спряження  
( ) ( ) 0=− −+ tFtF , Lt ∈ ,                                                       (9) 
де  
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( +Φ−Φ′−Φβ+Φ′+Φ−Φ′−Φ= zRzzzzRzRzRzzzzF 2333222  ( ))zRzR 232 Φ′+ , ( ) ( )κ+µκ+=β 1~12h .                                   (10) 
Розв’язавши задачу лінійного спряження (9), одержимо 
( ) ( )00 AAzF ′−Γβ+−= .                                                    (11) 
Врахувавши (8), (2) і (5), на основі крайових умов (1) отримаємо  
( ) ( ) ( ) 02 AhNtt r −−=Φ+Φ −+ , Lt ∈ , 
( ) ( ) ( ) κ+′+=Φ+Φ −+ ~5.0 2033 tPDmhNtt r , Lt ∈ .                                  (12) 
Додавши граничні значення функції ( )zΦ  на L  та врахувавши (12), після 
перетворень отримаємо рівняння для знаходження контактного зусилля між берегами 
тріщин  
( )222213 tRRtiNr −δ−=θ∂∂ , Lt ∈ , 
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розв’язок якого матиме вигляд  ( )222215.1 RttRANr +δ−= , Lt ∈ ,                                          (13) 
і умову  
Γβ=′β+ 00 ReRe AA ,                                                      (14) 
де A  – невідома дійсна стала; ( )κ−ββΓ′−=δ ~2 21 hmh . 
Підставляючи (13) у (12) та розв’язуючи відповідні задачі лінійного спряження, 
отримаємо  
( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ −−+γ+γ++γ+−++=Φ 22417215251523252433 15.05.0 zRqzzqzqzqzqqz  ] ( )zXzc 22 22 Γ−− ,                                                          (15) 
( ) ( )( ) ( ) ( )[{ +γ+γ+δ+−γ+δ−+δ+δ=Φ 2172154111524222214 75.025.075.05.0 RzzczhRzzRz
 ] }hzRR 242 −+ , 
де 1c  і 2c  – невідомі сталі, 
hAA 5.004 −−=δ , ( ) κ′+Γκ+= ~~ 03 AmAhq , ( )215 ~23 Rmhq κδ−= ,  
κ+κδ−= ~5.0~5.1 214 PRhmq , ϕ−=γ 2cos215 R . ϕ=γ 2sin5.0 2417 R . 
Для визначення невідомих сталих введемо позначення  
01 Ax = , 02 Ax ′= , RAx =3 , 
2
14 Rcx = , 25 cx = , 
і для їх знаходження скористаємося співвідношенням (14), на основі (15) знайдемо 
залежності 
( ) 03 0 A′=Φ , ( ) 00 A=Φ , 
а також умовами однозначності прогину, кутів повороту, переміщень у плоскій задачі 
при обході контурів тріщин. Після перетворень приходимо до такої системи лінійних 
алгебраїчних рівнянь  
i
j
jij bxa =∑
=
5
1
, 5,1=i , 
де 
( )∫
ϕ
θϕθρ=
0
11 ,2 da , 012 =a , hRaa 1113 5.0= , ( )∫
ϕ
− θϕθρ=
0
1
14 ,4 da , 015 =a ,  
( ) ϕ−θ=ϕθρ 2cos2cos, , 
( ) ( ) ( )∫ϕ θϕθρ+θ−ϕ+θϕ−θδ=
0
2
11 ,12cos2sin5.02cos2cos4cos5.1 dhb , 
121 =a , β=22a , 0252423 === aaa , Γβ=2b , ϕ+= 231 sin1a , 032 =a , 
hRa ϕ= 233 sin5.0 , 134 =a , 035 =a , ( ) hb ϕ+ϕδ= 2213 cos1sin75.0 ,  
041 =a ,  κ= ~
2
1142 Raa , κ=
~
11
3
43 mhaRa , 044 =a , 1445 aa −= ,  
( ) ( )[∫ϕ −ϕ+θϕ−θ+ϕθρΓ−=
0
24
5
22
4 2sin5.02cos2cos4cos,2 RqRb  
( ) ] ( ) θϕθρ+θΓ+− dqRq ,2cos2 424 ,  
051 =a , κϕ−= ~sin1 252a , κϕ−= ~sin 253 mhRa ,  
054 =a , 
2
55
−
= Ra , ( )[ ] 22452425 2sin25.0sin RRqqRb ϕ+ϕ+Γ= . 
Коефіцієнти інтенсивності моментів jK  (КІМ) і зусиль jk  (КІЗ) знайдемо за 
формулами  
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Наведемо розв’язок цієї задачі без врахування контакту берегів тріщин. На основі 
формул (5), повторивши подібні викладки, приходимо до таких виразів для функцій 
( )z3Φ  і ( )z3Ω  
( ) ( ) ( ) 





+Γ−+−ϕ−−





+=Φ 1
2
52
2
122
02
1
03 222cos2
1
2
1
rzc
z
RrRzr
zXz
r
rz , 
( ) ( ) 0233 ~2
~~ A
z
P
zz ′−−Γκ−Φκ=Ω , 
де 5c  – невідома стала, 
( )0~ 30 Φ=′A , κ= ~5.01 Pr , κ′+Γ= ~~00 Ar .                                       (17) 
Беручи до уваги умову однозначності кутів повороту при обході контурів тріщин, 
а також (17), отримаємо систему рівнянь для знаходження невідомих сталих 5c  і 0
~A′  
7145420
~ bacaA =−′ , 8
2
5520
~ bRcaA =+′ − , 
де 
( ) ϕΓ+= − 2218 sinRrb , ( )[ ] ( )∫
ϕ
θϕθρθ−ϕ+θΓ=
0
2
1
2
7 ,sin22cos2cos2 drRb . 
Коефіцієнти інтенсивності моментів бjK 3  в цьому випадку знайдемо за формулами  
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Числовий аналіз задачі та висновки. Був проведений числовий аналіз задачі, 
який подано на рис. 2-4. Рис 3 і 4 побудовані при коефіцієнті Пуассона 3.0=υ  
матеріалу пластини.  
 
 
Рис. 2. Залежність гранич-
ного кута розкриття тріщин *ϕ , 
коли контакт відбувається по всій 
їх довжині, від коефіцієнта 
Пуассона υ  матеріалу пластини. 
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Як видно з рис. 2 із збільшенням коефіцієнта Пуассона υ  граничний кут 
розкриття тріщин *ϕ , коли контакт відбувається по всій довжині тріщин, спадає, 
причому для 0.0389
*
=υ<υ  контакт берегів тріщин буде проходити при любому їх 
куті розкриття.  
На основі рис. 3 можна зробити висновок, що при 0* 35,79=ϕ>ϕ  буде проходити 
відставання берегів тріщин поблизу їх кінців, а при *ϕ<ϕ  завжди проходить контакт 
берегів тріщин по всій довжині.  
З рис. 4 видно, що приведені КІС *1k  і КІМ *1K  з ростом кута розкриття тріщин ϕ  
спадають і при кутах близьких до граничного *ϕ  вони міняють знак, в той час як  *2k  і 
*
2K  з ростом ϕ  зростають, а потім спадають. Крім того, КІМ з врахуванням контакту 
берегів тріщин є менші ніж КІМ без врахування цього явища. Врахування контакту 
берегів тріщин спричиняє появу КІС *1k  і *2k , причому ( ) ( )υ+υ+= 313*1*1 Kk .  
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Рис. 3. Розподіл контактного зусилля 
між берегами тріщин при різних їх кутах 
розкриття ϕ . Крива 1 побудована при 
0* 35.79=ϕ=ϕ , крива 2 – при 088=ϕ , 
крива 3 – при 060=ϕ , крива 4 – при 
030=ϕ . 
Рис. 4. Залежність приведених 
коефіцієнтів інтенсивності зусиль ( )ϕ= RMhkk ii*  і моментів ( )ϕ= RMhKK ii*  від кута розкриття 
тріщини ϕ  при 0* 35.79=ϕ . Криві 1 і 2 
відповідають *1k  і *2k , криві 5 і 6 – *1K  і 
*
2K , криві 3 і 4 – 
*
1
бK  і *2
бK  тільки при 
відсутності контакту берегів тріщин. 
